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SOBRE LA ECUACIO´N DE TRANSFERENCIA RADIATIVA RELATIVISTA
ESPECIAL
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Con el fin de introducir de una manera clara y directa a los estudiantes de pregrado en f´ısica y/o
astronomı´a en el tema de la transferencia radiativa, se realiza una revisio´n pedago´gica explicando la
manera de obtener la ecuacio´n de transferencia radiativa, sus restricciones y los diferentes tipos de
interaccio´n presentes entre la radiacio´n y la materia. Debido a que en la literatura encontrada sobre
transferencia radiativa la covarianza no es expl´ıcitamente desarrollada, se hace necesario mostrar
de manera expl´ıcita los ca´lculos en detalle y discutir sobre los efectos relativistas especiales.
Descriptores: Transferencia Radiativa, Relatividad Especial.
The purpose is to introduce in a clear and direct way the students of undergraduate courses in
physics and/or astronomy to the subject of radiative transfer. A pedagogical revision is made in
order to obtain the radiative transfer equation, its restrictions and the different types of interactions
present between the radiation and the matter. Because in the classical literature about radiative
transfer the covariance is not fully developed, we show in an explicit manner detail calculations and
then we discuss the relativistic effects.
.
Keywords: Radiative Transfer, Special Relativity.
PACS numbers: 95.30.-k; 95.30.Jx; 03.30.+p; 42.68.Ay
I. INTRODUCCIO´N
La teor´ıa de la transferencia radiativa fue desarrollada
por S. Chandrasekhar, en trabajos desarrollados entre
1944 a 1949, y expuesta en su texto [1]; en esta teor´ıa,
se describe la dispersio´n y absorcio´n de la radiacio´n
electromagne´tica por el medio interestelar [2]. Dicha
descripcio´n se puede realizar en la aproximacio´n fe-
nomenolo´gica usando la variable intensidad espec´ıfica
[3] o en la aproximacio´n cinema´tica por medio de la
funcio´n de distribucio´n. En la actualidad el estudio
de la transferencia radiativa se presenta en diferentes
campos de investigacio´n como son astrof´ısica relativista,
cosmolog´ıa, geof´ısica, entre otros. Precisamente debido
a su gran aplicabilidad en diferentes y variados campos
de investigacio´n, actualmente la transferencia radiativa
constituye en s´ı misma un campo de investigacio´n
a nivel ana´litico y computacional; surge tambie´n un
creciente intere´s en el estudio de los aspectos relativistas
del transporte de radiacio´n debido a la necesidad de
considerarlos en el modelamiento y estudio de ambientes
realistas, dada su gran influencia en tales modelos, como
lo son el estudio de atmo´sferas terrestres y/o estelares,
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o la corroboracio´n de teor´ıas acerca de la radiacio´n
detectada por los telescopios de rayos-X CHANDRA y
XMM-NEWTON. Aunque existe excelente bibliograf´ıa
sobre transferencia radiativa [3, 4, 5, 6], el cara´cter
covariante de la misma es apenas mencionado, y los
ca´lculos intermedios para su respectiva determinacio´n o
demostracio´n no son desarrollados expl´ıcitamente, razo´n
por la cua´l el presente trabajo resulta ser un complemen-
to a dicha bibliograf´ıa, al desarrollar expl´ıcitamente los
ca´lculos, adema´s de discutir acerca de las restricciones
que se presentan en el transporte relativista de radiacio´n
y como a pesar de la covarianza, resultan notorios los
efectos relativistas especiales.
El presente trabajo se desarrolla comenzando con una in-
troduccio´n a la transferencia radiativa (seccio´n II), don-
de se explica la metodolog´ıa de obtencio´n de la ecuacio´n
cla´sica y las limitaciones que son impuestas en el estudio
del transporte de radiacio´n no polarizada; posteriormente
en la seccio´n III se discute la generalizacio´n de la ecuacio´n
covariante de Boltzmann y los efectos relativistas espe-
ciales que se presentan al tener en cuenta el movimiento
de la materia con la cual interactu´a la radiacio´n. Por u´lti-
mo, en la seccio´n IV se realizan los ca´lculos intermedios
para mostrar el cara´cter invariante relativista especial de
la ecuacio´n de transferencia radiativa y se distinguen los
efectos relativistas que se presentan.
2II. TRANSFERENCIA RADIATIVA CLA´SICA
La transferencia radiativa (o´ transporte de radiacio´n)
describe la interaccio´n de la radiacio´n al propagarse por
un medio, teniendo en cuenta el punto de vista cua´ntico,
en te´rminos de cantidades macrosco´picas. Por lo tanto,
la transferencia radiativa proporciona informacio´n de
los efectos macrosco´picos de procesos cua´nticos entre la
radiacio´n y la materia [2, 3, 7].
Para el estudio del proceso de transporte de radiacio´n
se determina la cantidad de energ´ıa dEν por unidad de
frecuencia dν, que esta´ atravesando un elemento de su-
perficie dA con vector normal n, en el punto p (tal como
se muestra en la Figura 1), en un intervalo de tiempo dt,
donde la radiacio´n esta´ contenida en un a´ngulo so´lido dΩ
alrededor de la direccio´n de propagacio´n k [8], es decir,
dEν = Iν dAdtdΩdν n  k, (1)
= Iν dAdtdΩdν cos(α),
donde la intensidad espec´ıfica Iν es una variable que da
informacio´n de los efectos macrosco´picos de la interaccio´n
de la radiacio´n (i.e., la energ´ıa), al fluir a trave´s de la
materia [3, 4, 5]. Debido a que esta variacio´n dEν depende
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Figura 1. Transporte de radiacio´n en el punto p del elemento
de a´rea dA
del punto, direccio´n, frecuencia y tiempo de interaccio´n,
entonces la intensidad espec´ıfica se podra´ escribir como
Iν ≡ I(r,k; t, ν), (2)
es decir, la intensidad espec´ıfica va a dependera´ de la
posicio´n (r), del momento del foto´n [p = (hν/c)k] y del
tiempo de interaccio´n (t). As´ı la transferencia radiativa
se puede ver como el cambio en la funcio´n de distribucio´n
f(r,p; t) de fotones al recorrer el espacio de fase en un
tiempo (t) [9].
La manera de relacionar la intensidad espec´ıfica con la
funcio´n de distribucio´n viene dada por
I(r,k; t, ν) =
2hν3
c2
f(r,p; t), (3)
donde la multiplicacio´n por un factor de 2 corresponde
a los dos posibles estados independientes de polarizacio´n
del campo de radiacio´n [10]. Por lo tanto, la variacio´n de
la intensidad espec´ıfica Iν o´ equivalentemente el cambio
de la funcio´n de distribucio´n f(r,p; t) representa la
manifestacio´n macrosco´pica del transporte de radiacio´n
a trave´s de la materia.
A. Ecuacio´n de Transferencia Radiativa
Para determinar la variacio´n de la intensidad espec´ıfica al
propagarse por un medio, se analiza el cambio de energ´ıa
en un rayo debido a interacciones al recorrer una distan-
cia ds. Por esta razo´n, es necesario considerar un cilindro
de a´rea dA′ (en las “tapas”) y longitud infinitesimal ds,
alrededor del rayo (Figura 2) [11], y se calcula el cambio
del flujo de energ´ıa del campo de radiacio´n entre el haz
incidente al cilindro y el haz emergente de este [3, Pa´gs.
333 - 335].
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Figura 2. Trayectoria de rayo de radiacio´n
Debido a que en general la radiacio´n no se propaga en la
misma direccio´n a la normal al elemento de a´rea dA de
la Figura 1, se considera un cilindro en direccio´n n′, con
a´rea dA′ (en las tapas del cilindro) y longitud ds, donde
dA′ = dA cos(α) es la proyeccio´n del elemento de a´rea
del material sobre el plano definido por el vector normal
n′, de manera que los elementos de a´rea dA y dA′ esta´n
relacionados segu´n la direccio´n de propagacio´n de la
radiacio´n.
De esta forma la variacio´n de la intensidad espec´ıfica
al recorrer una distancia ds, debido a las interacciones
g(r,k; t, ν) esta´ dada por
3dI(r,k; t, ν)
ds
≡
dr
ds
·
∂I(r,k; t, ν)
∂r
+
dk
ds
·
∂I(r,k; t, ν)
∂k
+
dt
ds
∂I(r,k; t, ν)
∂t
+
dν
ds
∂I(r,k; t, ν)
∂ν
= g(r,k; t, ν), (4)
donde el significado f´ısico de cada uno de los te´rminos de
la ecuacio´n (4) es: (dr/ds) es la direccio´n de propagacio´n
del campo de radiacio´n (i.e., k); (dk/ds) es el cambio
en la direccio´n de propagacio´n en el momento en que es
transportada; (dt/ds) expresa el inverso de la velocidad
de los fotones [12]; y (dν/ds) representa el corrimiento
en la frecuencia del campo a medida que se desplaza
una distancia ds. El te´rmino g(r,k; t, ν) representa las
interacciones entre la radiacio´n y la materia, y por lo
tanto dichas interacciones son simplemente un tipo o
combinaciones de procesos como absorcio´n, emisio´n y/o
dispersio´n (ver seccio´n II B para los diferentes tipos
de interaccio´n). De la relacio´n (4) se puede ver que
al no presentarse interaccio´n (i.e., g(r,k; t, ν) = 0)
la intensidad espec´ıfica es constante a lo largo de la
trayectoria del rayo.
La validez de la ecuacio´n de transferencia (4), se restrin-
ge a tratar al campo de radiacio´n como una coleccio´n de
part´ıculas cla´sicas puntuales, donde el cara´cter cua´ntico
de la descripcio´n se presenta en la interaccio´n entre la
radiacio´n y la materia (e.g., absorcio´n de fotones por
a´tomos, que resulta en a´tomos excitados o ionizados) y
no en cuantizar el campo electromagne´tico [13]. Por otro
lado, al asumir que el transporte de radiacio´n se realiza
por medio de rayos, implica que e´sta descripcio´n olvida
efectos tales como difraccio´n, interferencia y reflexio´n ya
que estos son efectos ondulatorios de la radiacio´n y no se
pueden describir en esta aproximacio´n [6, Pa´gs. 47 - 49].
Debido a las limitaciones al despreciar efectos refracti-
vos, el te´rmino referente al cambio en la direccio´n de
propagacio´n se omite, aunque este debe ser incluido
cuando se utilicen coordenadas curvil´ıneas o´ se presente
doblamiento gravitacional de la luz, as´ı el transporte de
radiacio´n sea en un medio no refractivo [14]. Adema´s
de la anterior limitacio´n, en transferencia radiativa
cla´sica se asume que la materia con la cual esta inter-
actuando el campo de radiacio´n se encuentra en reposo
y no hay presentes campos gravitacionales intensos,
es decir, no se tienen en cuenta efectos relativistas
especiales ni generales, de manera que no hay corri-
miento en la frecuencia a medida que el foto´n se desplaza.
Por lo tanto la ecuacio´n de transferencia radiativa dIν/ds
[ecuacio´n (4)] para un medio no refractivo, sin efectos
relativistas y en coordenadas curvil´ıneas es
dIν
ds
=
1
c
∂Iν
∂t
+
{{
k∇r
}
+
{dk
ds
∇k
}}
Iν = gν(r,k; t),
(5)
donde los te´rminos ∇r y ∇k denotan diferenciacio´n con
respecto a la posicio´n y a los cosenos directores de k,
respectivamente.
Como las coordenadas rectangulares son un caso especial
de las coordenadas curvil´ıneas, la expresio´n (5) en ese sis-
tema de coordenadas omite el tercer te´rmino, ya que la
direccio´n de la base no cambia a lo largo de la trayectoria
dada por ds, por lo tanto la conocida ecuacio´n de trans-
ferencia radiativa cla´sica en coordenadas rectangulares
viene dada por
dIν
ds
=
1
c
∂Iν
∂t
+
{
k  ∇r
}
Iν = gν(r,k; t). (6)
B. Interaccio´n
Debido a que la transferencia radiativa da los aspectos
macrosco´picos de la interaccio´n cua´ntica entre la radia-
cio´n con la materia, e´sta es insuficiente para describir
interacciones entre los fotones, y las interacciones que se
presentan se restringen al caso que la trayectoria seguida
por el foto´n entre interacciones es una linea recta y se
desplaza con una velocidad igual a la del vac´ıo c, i.e., se
asume a la materia como un polvo de electrones y a´tomos,
y por lo tanto las interacciones son simplemente un tipo
o combinaciones de procesos como:
Emisio´n Estimulada.
Emisio´n Esponta´nea.
Absorcio´n.
Dispersio´n.
donde la diferencia entre la emisio´n esponta´nea y la
estimulada, radica en que la primera es independiente
del campo de radiacio´n, por lo tanto es simplemente
una fuente de energ´ıa. Cuando los fotones no siguen
trayectorias rectas entre las colisiones, adema´s de tener
en cuenta las anteriores interacciones se debe incluir
efectos de refraccio´n, donde el ı´ndice de refraccio´n
var´ıe continuamente con respecto a la posicio´n, y la
trayectoria del foto´n es una curva [6, Cap. 5].
Aunque la transferencia radiativa sea una aproximacio´n
al estudio de la interaccio´n de la radiacio´n con la mate-
ria, esta es una gran herramienta que permite estudiar
ambientes y condiciones que no se pueden realizar en un
laboratorio terrestre. Algunas de sus aplicaciones en as-
trof´ısica son, el estudio y modelamiento de la transferen-
cia radiativa a trave´s de atmo´sferas estelares, de galaxias
4llenas de polvo (ver [15] y referencias contenidas ah´ı), y en
un proceso de acrecio´n [16, 17]; y en el campo cosmolo´gi-
co e.g. son el estudio del efecto Sunyaev - Zel´dovich [18].
III. TRANSFERENCIA RADIATIVA
RELATIVISTA ESPECIAL
Debido a que en general la materia con la cual inter-
actu´a la radiacio´n no esta en reposo, para describir
completamente la transferencia radiativa en estos casos,
se debe incluir los efectos que induce dicho movimiento.
Al tener en cuenta el que la materia este´ en movimiento
constante, se debe hacer referencia con respecto a
cual observador se esta analizando la transferencia de
radiacio´n. Por ello se considera dos observadores, uno
Euleriano (laboratorio) y uno Lagrangiano (como´vil, i.e.,
movie´ndose atado a la materia), de manera equivalente a
como se definen en meca´nica de fluidos [19]. Ya que estos
dos observadores se relacionan v´ıa las transformaciones
de Lorentz y partiendo de la seccio´n II, en la cual se
analizo la transferencia radiativa cuando la materia
estaba en reposo con respecto a un observador, i.e., la
determinada por un marco (u observador) Lagrangiano,
se analiza la transferencia de radiacio´n para un observa-
dor Euleriano.
Como la f´ısica no puede depender del observador (i.e., el
sistema de referencia ver [5, Cap. 4] y [20, Pa´gs. 1 - 4]),
se debe escribir la ecuacio´n de transferencia radiativa de
manera covariante, es decir, que la forma funcional sea
invariante bajo transformaciones de Lorentz. Para dicho
propo´sito y recurriendo a que la transferencia radiativa
es un caso particular de la f´ısica cine´tica, se utiliza la
generalizacio´n covariante de la ecuacio´n de Boltzmann
[3, Pa´gs. 418 - 419]
df(X,P)
dτ
≡
dxµ
dτ
∂f(X,P)
∂xµ
+
dpµ
dτ
∂f(X,P)
∂pµ
= G(X,P), (7)
donde xµ y pµ son las componentes de los correspondien-
tes cuadri-posicio´n X (c-posicio´n) y cuadri-momento P
(c-momento) de la part´ıcula (foto´n); y τ es el para´metro
af´ın que usualmente es el tiempo propio.
La validez de la ecuacio´n (7) impl´ıcitamente asume
que la funcio´n de distribucio´n f(X,P) es un invariante
relativista. Al expandir expl´ıcitamente la anterior
ecuacio´n, hay una dependencia de ocho para´metros (las
cuatro componentes de la c-posicio´n ma´s las cuatro
componentes del c-momento) que establece que la
ecuacio´n covariante de Boltzmann se desarrolla en un
espacio ocho dimensional, pero debido a que la norma
del c-momento siempre es una caracter´ıstica inherente
del sistema (proporcional a la masa en reposo m0, la
cual es un invariante relativista) establece una ligadura
P
2 ≡ pµpµ = −m
2
0c
2 [20, Pa´gs. 45 - 47], de manera que
solo tres de las cuatro componentes de c-momento son
independientes, por tal razo´n la ecuacio´n (7) al igual
que su versio´n cla´sica (4) se restringen a un espacio siete
dimensional.
Como las part´ıculas que componen el campo de radiacio´n
son fotones (part´ıculas con masa en reposo cero) cuya
velocidad es c y tiempo propio τ nulo, en la ecuacio´n (7)
el para´metro af´ın tiempo propio ya no es una variable
u´til y por ello se emplea un nuevo para´metro af´ın η, el
cual es la longitud de trayectoria recorrida del foto´n. Por
lo tanto, la visio´n cine´tica covariante de la ecuacio´n de
transferencia radiativa es
dxµ
dη
∂f(X,P)
∂xµ
+
dpµ
dη
∂f(X,P)
∂pµ
= G(X,P), (8)
donde el c-momento P del foto´n se define como
pµ ≡ dxµ/dη, con η el para´metro af´ın longitud de
trayectoria recorrida del foto´n.
Debido a que la relatividad especial u´nicamente ingresa
los efectos cinema´ticos entre observadores que se este´n
moviendo a velocidad constante uno con respecto al otro,
las condiciones impuestas en la seccio´n de transferencia
radiativa cla´sica II acerca de que no hay fuerzas que afec-
ten la trayectoria del foto´n (conservacio´n del momento),
tambie´n son validas en la visio´n relativista especial y sus
efectos sera´n que el foto´n se propague en una linea recta,
pero con direccio´n, longitud de onda y frecuencia (por la
constancia de la velocidad de la luz, el cambio en la fre-
cuencia se debe compensar con el cambio en la longitud
de onda) que dependen del observador, por lo tanto el
te´rmino dpµ/dη en (8) es cero (i.e., la conservacio´n del
c-momento). Entonces la ecuacio´n covariante de la trans-
ferencia radiativa no polarizada en un medio no refractivo
es
pµ
∂f(X,P)
∂xµ
= G(X,P). (9)
Como se menciono´, el cara´cter covariante bajo boost de
Lorentz de una ecuacio´n significa que esta sea invarian-
te en su forma para observadores que esta´n relacionados
por una transformacio´n de Lorentz (boost). Por lo tanto,
al demostrar que la ecuacio´n de transferencia radiativa,
desde el punto de vista cine´tico es covariante [ecuacio´n
(9)] y teniendo en cuenta las mismas condiciones tanto
cla´sicas como relativistas especiales acerca de que no hay
fuerzas que afecten la trayectoria del foto´n, i.e., la corres-
pondiente conservacio´n del momento (desde el punto de
vista cla´sico) y el c-momento (desde el punto de vista re-
lativista), al expandir el ı´ndice µ, y como las componentes
del c-momento P son pµ = hν(1, {1/c}k), se obtiene la
ecuacio´n de transferencia radiativa cla´sica (6). Los efec-
tos cinema´ticos en este momento no aparecen, sino que
ellos van a hacerse relevantes al combinar los dos obser-
vadores.
5A. Efectos Relativistas
Como se menciono´ en la seccio´n III la u´nica manera de
distinguir los efectos relativistas, es comparar lo que dos
observadores ven cuando cada uno se encuentra en un
estado movimiento diferente. Para el caso relativista es-
pecial los efectos observados son:
Aberracio´n: La direccio´n de propagacio´n del foto´n
depende del estado de movimiento del observador.
Corrimiento Doppler: Corrimiento en la frecuencia
y por lo tanto en la longitud de onda para compen-
sar la constancia de la velocidad del foto´n.
Advectivo: Arrastre del foto´n por un medio en mo-
vimiento. En este punto se debe aclarar que el
arrastre del foto´n no producira´ que su velocidad de
propagacio´n sea mayor a la velocidad de la luz en el
vac´ıo (c), ya que al propagarse un campo de radia-
cio´n a trave´s de un medio diferente al vac´ıo (donde
dicho medio se caracteriza por un ı´ndice de refrac-
cio´n n, tal que n > 1) su velocidad de propagacio´n
esta dada por v = c/n, es decir, que disminuye con
respecto a c.
B. Te´rmino de interaccio´n G(X, P)
Debido a que los feno´menos de interaccio´n G(X,P) no
pueden depender del sistema de referencia, ya que impli-
car´ıa que mientras un observador “ve” que se presenta
una absorcio´n, otro observador que esta relacionado al
anterior por medio de una transformacio´n de Lorentz ob-
servar´ıa que la interaccio´n con el campo de radiacio´n es
una emisio´n estimulada. Por lo tanto por el primer pos-
tulado de la relatividad La F´ısica no depende del obser-
vador ni de su estado cine´matico [20], se entiende que los
procesos f´ısicos que ocurren en la naturaleza son validos
para cualquier observador inercial, y lo que sucede es que
cada observador inercial observa el mismo proceso f´ısico
pero con diferente valor nume´rico y direccio´n, por consi-
guiente es cuando los efectos cinema´ticos descritos en la
seccio´n anterior afectan los te´rminos de interaccio´n, en
el sentido que los mismos procesos f´ısicos son observados
por distintos marcos inerciales pero que suceden a distin-
tos valores de energ´ıa y de direccio´n de propagacio´n para
cada observador inercial.
IV. INVARIANCIA DE LA ECUACIO´N DE
TRANSFERENCIA RADIATIVA
La ecuacio´n de transferencia radiativa cla´sica es invarian-
te bajo transformaciones de Lorentz, por lo tanto pa-
ra mostrar dicha invariancia se tiene que la ecuacio´n de
transferencia del marco como´vil (Σ′)
1
c
∂I ′
∂t′
+ k′  ∇′I ′ = g′, (10)
debe ser funcionalmente igual al del marco de laboratorio
(Σ)
1
c
∂I
∂t
+ k  ∇I = g, (11)
cuando los dos marcos (Σ′ y Σ) esta´n relacionados por
un boost en direccio´n arbitraria. La transformacio´n de
Lorentz que relaciona dos marcos inerciales con veloci-
dad relativa (v) entre s´ı, es la transformacio´n de Lorentz
(boost) de velocidad β (donde β ≡ v
c
y β ≡| β |) y
direccio´n arbitraria [21]
Λµ
′
ν =
(
γ −γ β
−γβ I + (γ − 1)β−2 ββ
)
, (12)
por completez de la demostracio´n se escribe expl´ıcita-
mente ∂µ y P
µ, los cuales son:
∂µ =
∂
∂xµ
=
(
1
c
∂
∂t
,∇
)
, (13)
Pµ =
(
E
c
,P
)
=
hν
c
(1,k) . (14)
Recordando que un c-vector contravariante xµ
′
en el sis-
tema de referencia Σ′ esta´ relacionado con su correspon-
diente c-vector covariante xν en el sistema de referencia
Σ por
xµ
′
= Λµ
′
ν x
ν , (15)
y para c-vectores covariantes
xµ′ = Λ
ν
µ′xν , (16)
donde Λµ
′
ν Λ
α
µ′ = δ
α
ν es el s´ımbolo delta de Kronecker.
Retomando la transformacio´n de Lorentz (12), y reem-
plazando los te´rminos β por una notacio´n vectorial ma´s
conocida β, las transformaciones entre los marcos Σ−Σ′
y Σ′ − Σ, respectivamente son
Λµ
′
ν =
(
γ −γβ
−γβ I + (γ − 1)β−2ββ
)
(17)
y
Λνµ′ =
(
γ γβ
γβ I + (γ − 1)β−2ββ
)
, (18)
siendo ββ una diada, γ2 = (1− β2)−1 y β = v
c
.
Para demostrar la invariancia de la ecuacio´n de trans-
ferencia radiativa (6), primero se debe transformar el c-
vector divergencia [ecuacio´n (13)] por medio de la trans-
formacio´n de Lorentz, lo cual viene dado por
∂µ′ = Λ
α
µ′∂α, (19)
6obteniendo para cada una de sus componentes
1
c
∂
∂t′
= γ
(
1
c
∂
∂t
+ β ∇
)
, (20)
∇
′ = γβ
1
c
∂
∂t
+∇+ (γ − 1)β−2ββ ∇, (21)
y segundo se debe realizar la transformacio´n de Lorentz
del c-vector momento del foto´n [ecuacio´n (14)], obtenien-
do para cada una de sus componentes
ν′ = γν (1− β  k) , (22)
k′ =
ν
ν′
(
−γβ + k+ (γ − 1)β−2ββ  k
)
. (23)
Las expresiones desde la ecuacio´n (20) hasta la ecua-
cio´n (23), son las necesarias para demostrar la invariancia
de la ecuacio´n de transferencia radiativa, adicionalmente
los efectos relativistas corrimiento Doppler y aberracio´n
(seccio´n III A) se pueden observar en las transformacio-
nes de cada una de las componentes de c-vector momen-
to del foto´n, por lo tanto reagrupando y ordenando los
te´rminos se obtiene que el factor de corrimiento entre las
frecuencias ν′ y ν esta dado por
ν′
ν
= γ(1− β  k), (24)
y utilizando β−2 = γ
2
γ2−1 en la ecuacio´n (23), el efecto
de aberracio´n entre las direcciones de propagacio´n k′ y
k viene dado por
k′ =
ν
ν′
{
k− γβ
(
1−
γβ  k
γ + 1
)}
, (25)
una visio´n gra´fica del comportamiento de estos efec-
tos [ecuaciones (24) y (25)] se puede ver en el ape´ndice A.
Utilizando la relacio´n de la intensidad invariante I [3,
Pa´gs. 413 - 414] la cual viene dada por
I ≡
I ′
ν′3
=
I
ν3
, (26)
y la relacio´n entre las frecuencias ν y ν′ [ecuacio´n (24)],
la expresio´n entre las [ecuacio´n (26)] intensidades en los
marcos Euleriano y Lagrangiano, quedan determinadas
como:
I ′ = γ3(1− β  k)3I. (27)
Remplazando las cantidades en el marco como´vil por las
correspondientes al marco del laboratorio (las cuales se
relacionan v´ıa las transformaciones de Lorentz), se tiene
que
1
c
∂
∂t′
I ′ + k′ ∇′I ′ = g′ (28)
Remplazando en la ecuacio´n (28) los resultados de (21),
(25) y (27) se tiene
γ
(
1
c
∂
∂t
+ β ∇
) (
γ3(1− β  k)3
)
I + 1
γ(1−βk)
(
k− γβ
(
1− γβk
γ+1
))

(
∇+ γβ
(
1
c
∂
∂t
+ γ
γ+1ββ ∇
))
(
γ3(1− β  k)3
)
I = g′. (29)
Suponiendo que no se presentan efectos de refraccio´n o
doblamiento gravitacional de la luz (ya que en el marco
como´vil se determina la ecuacio´n de transferencia radia-
tiva sin doblamiento gravitacional de la luz o´ refraccio´n,
en el marco de laboratorio se debe observar lo mismo,
debido a que la f´ısica para ambos observadores debe ser
la misma), las variaciones de γ(1 − β  k) son nulas, i.
e., no se presentan. Por lo tanto factorizando el te´rmino
γ2(1− β  k)2 en la expresio´n (29) se encuentra
γ2(1 − β  k)
(
1
c
∂
∂t
+ β ∇
)
I +
(
k− γβ
(
1−
γβ  k
γ + 1
))

(
∇+ γβ
(
1
c
∂
∂t
+
γ
γ + 1
β ∇
))
I = G, (30)
donde G = g
′
γ2(1−βk)2 . Expandiendo los te´rminos y agrupa´ndolos en un pare´ntesis con un factor comu´n
1
c
∂I
∂t
7y uno con ∇I se encuentra
1
c
∂I
∂t
(
γ2 − γ2β  k+ γk  β − γ2β2 + γ
3βkβ2
γ+1
)
+ k ∇I +(
γ2 − γ2β  k+ γ
2kβ
γ+1 − γ +
γ2(βk)
γ+1 −
γ3β2
γ+1 +
γ4β2(βk)
(γ+1)2
)
β ∇I = G. (31)
Simplificando por separado el primero y el segundo
pare´ntesis se encuentra
(
γ2 − γ2β  k+ γk  β − γ2β2 +
γ3β  kβ2
γ + 1
)
= 1, (32)
y
γ2 − γ2β  k+
γ2k  β
γ + 1
− γ +
γ2(β  k)
γ + 1
−
γ3β2
γ + 1
+
γ4β2(β  k)
(γ + 1)2
= 0, (33)
por lo tanto se obtiene la ecuacio´n de transferencia ra-
diativa en el marco del laboratorio como
1
c
∂I
∂t
+ k ∇I = G, (34)
la cual es funcionalmente ide´ntica a la del marco como´vil
(28). De lo anterior se distingue que los efectos cinema´ti-
cos relativistas se presentan en la transformacio´n de la
frecuencia y direccio´n de propagacio´n, i.e., corrimiento
Doppler y aberracio´n.
La anterior demostracio´n [23] muestra que tanto para un
observador Euleriano como para un observador Lagran-
giano (i.e., un marco de laboratorio y un marco como´vil,
respectivamente) determinan el mismo tipo de ecuacio´n
de transferencia radiativa, sin nungun efecto aparente de
su estado de movimiento. Por tal razon, en el estudio
de procesos que involucran la transferencia radiativa en
medios en movimiento, o´ observadores movie´ndose se re-
quiere de un marco mixto, es decir, un marco donde las
variables dependientes este´n en el marco de laboratorio y
las variables independientes este´n en el marco de como´vil.
V. CONCLUSIONES
La demostracio´n de la invariancia relativista especial de
la ecuacio´n de transferencia radiativa, encuentra que aun
cuando no existe ningu´n tipo de interaccio´n entre la ra-
diacio´n y la materia, se presentan los efectos rela tivistas
de aberracio´n y corrimiento Doppler, como consecuencia
de que la ma teria este´ en movimiento y dichos efectos
son independientes del tipo de inte raccio´n entre la ra-
diacio´n y la materia; el presente trabajo sirve como com
plemento y aclaracio´n del por que´ de la necesidad de mar-
cos mixtos en el tratamiento relativista de la ecuacio´n de
transferencia radiativa.
El efecto de corrimiento Doppler (factor de corrimiento)
tiene un comportamiento irregular, ya que a medida que
la norma del boost tiende a su valor ma´ximo este va a
cero cuando el a´ngulo entre los observadores es cero, lo
cual muestra que cuando un observador va en la misma
direccio´n de propagacio´n de la radiacio´n y a medida que
su velocidad aumenta, este sistema observa que la fre-
cuencia que mide y la que tiene la radiacio´n tienden a ser
las mismas, esto se observa en la figura 5.
El efecto de aberracio´n tiene un valor l´ımite pi a diferencia
del factor de corrimiento que puede variar hasta infini-
to. En la figura 7 se observa que sin importar el a´ngulo
entre los observadores a medida que la norma del boost
aumenta la aberracio´n tiende a su valor l´ımite, siempre y
cuando el a´ngulo entre los observadores sea diferente de
cero. Adicionalmente en la figura 8 se encuentra que el
efecto de aberracio´n es independiente del boost cuando
el a´ngulo entre los observadores es 0 o´ pi.
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APE´NDICE A: COMPORTAMIENTO DE LOS
EFECTOS DE CORRIMIENTO DOPPLER Y
ABERRACIO´N
A continuacio´n se presenta el comportamiento de los efec-
tos relativistas de corrimiento Doppler (24) y aberracio´n
(25), con respecto al a´ngulo entre la direccio´n de propa-
gacio´n k y el boost β.
81. Corrimiento Doppler
El factor de corrimiento [ecuacio´n (24)] esta´ dado por
ν′
ν
=
1− β  k√
1− β2
, (A1)
donde el te´rmino k indica la direccio´n de propagacio´n de
la radiacio´n. Debido a que en la ecuacio´n (A1) se presenta
el producto escalar β k, el factor de corrimiento depende
de las variables independientes β ≡| β | y θ, siendo θ el
a´ngulo entre la direccio´n de propagacio´n k y el boost β,
de manera que la expresio´n (A1) se puede escribir como
ν′
ν
=
1− β cos(θ)√
1− β2
, (A2)
donde se ha tomado que la norma del vector direccio´n de
propagacio´n | k | es igual a la unidad [22]. El comporta-
miento del factor de corrimiento (A2) se puede observar
en la figura 3.
Figura 3. Comportamiento del factor de corrimiento con
respecto a la norma del boost | β | y el a´ngulo θ.
Una visio´n detallada del comportamiento del factor de
corrimiento (figura 3) se puede observar en la figura 4
(boost constantes en magnitud) y en la figura 5 (a´ngulos
constantes).
En la figura 4 se observa como el factor de corrimiento
para un boost igual a cero es igual a la unidad, ya que
esto significa que son dos sistemas que esta´n en reposo
relativo entre si, pero que sus ejes pueden estar rotando
un a´ngulo θ entre ellos. Para un boost diferente de cero
(e.g., β = 0,5 o´ β = 0,99) se puede observar como el factor
de corrimiento no solo va a depender de la norma de la
velocidad relativa entre los sistemas inerciales sino de su
direccio´n de manera que el factor ν′/ν crece a medida
que la norma del boost y su direccio´n tienden hacia sus
valores extremos, respectivamente.
En la figura 5 se observa como el factor de corrimiento
para un a´ngulo θ igual a cero tiende a cero, ya que esto
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significa dos sistemas que se encuentran dirigidos en la
misma direccio´n, pero a medida que aumenta la velocidad
relativa entre ellos la frecuencia de la radiacio´n que ve uno
de ellos tiende a ser nula, ya que uno de los sistemas al
aumentar su velocidad relativa respecto´ al otro sistema,
se aproximar´ıa a la velocidad de propagacio´n de la onda
por lo que no ver´ıa ninguna onda, por lo tanto el factor
de corrimiento entre los observadores seria nulo. Para un
a´ngulo diferente de cero (e.g., θ = pi/2 o´ θ = pi/4) como
el factor de corrimiento crece ra´pidamente a medida que
la velocidad relativa entre los sistemas tiende a la unidad.
92. Aberracio´n
El te´rmino de aberracio´n [ecuacio´n (25)] viene dado por
k′ =
ν
ν′
{
k− γβ
(
1−
γβ  k
γ + 1
)}
, (A3)
donde el te´rmino k indica la direccio´n de propagacio´n de
la radiacio´n. Debido a que en la ecuacio´n (A3) se presenta
el producto escalar βk, el te´rmino de aberracio´n depende
de las variables independientes β ≡| β | y θ, siendo θ el
a´ngulo entre la direccio´n de propagacio´n k y el boost β,
de manera que la expresio´n (A3) se puede escribir como
k′ =
ν
ν′
{
k− γβ
(
1−
γβ cos(θ)
γ + 1
)}
. (A4)
Como el efecto relativista de aberracio´n ecuacio´n (A4),
es realmente un efecto relativista sobre el a´ngulo entre
la direccio´n de propagacio´n k y el boost β ya que la
norma del vector direccio´n de propagacio´n (ya sea | k |
como | k′ |) es siempre igual a la unidad [22], al realizar
el producto punto a ambos lados de la igualdad de la
ecuacio´n (A4) con β se obtiene que
β  k′ =
ν
ν′
β 
{
k− γβ
(
1−
γβ cos(θ)
γ + 1
)}
, (A5)
definiendo a θ′ el a´ngulo entre k′ y el boost, la relacio´n
(A5) queda de la forma
cos(θ′) =
ν
ν′
{
cos(θ) − γβ
(
1−
γβ cos(θ)
γ + 1
)}
, (A6)
y reemplazando el factor de corrimiento (A2) en la re-
lacio´n (A6), se encuentra que el efecto de aberracio´n es
cos(θ′) =
cos(θ) − β
1− β cos(θ)
, (A7)
donde se ha utilizado que γ2β2 = γ2 − 1. El comporta-
miento del efecto de aberracio´n (A7) se puede observar
en la figura 6.
Una visio´n detallada del comportamiento del efecto de
aberracio´n (figura 6) se puede observar en la figura 7
(boost constantes en magnitud) y en la figura 8 (a´ngulos
constantes).
En la figura 7 se observa como el efecto de aberracio´n pa-
ra un boost nulo es igual a la unidad, ya que esto significa
que son dos sistemas que esta´n en reposo relativo entre
si, pero que sus ejes pueden estar rotando un a´ngulo θ
entre ellos. Para un boost diferente de cero (e.g., β = 0,5
o´ β = 0,99) se puede observar como el efecto de aberra-
cio´n no solo va a depender de la norma de la velocidad
relativa entre los sistemas inerciales sino de su direccio´n
de manera que la aberracio´n θ′ crece hacia su valor l´ıimi-
te a medida que la norma del boost y su direccio´n (i.e., β
y θ, respectivamente) tienden hacia sus valores extremos,
respectivamente.
Figura 6. Comportamiento del efecto de aberracio´n con
respecto a la norma del boost (| β |) y θ el a´ngulo entre la
direccio´n de propagacio´n k y el boost β.
Figura 7. Comportamiento del efecto de aberracio´n a boost
constantes
En la figura 8 se observa como el efecto de aberracio´n
para un a´ngulo θ igual a 0 o´ pi es independiente de la
velocidad relativa entre los marcos de referencia (i.e., el
boost), mientras que para a´ngulos con valor diferente a
los anteriores valores (e.g., θ = pi/2 o´ θ = pi/4) la aberra-
cio´n θ′ crece hacia su valor l´ıimite a medida que la nor-
ma del boost y su direccio´n (i.e., β y θ, respectivamente)
tienden hacia sus valores extremos, respectivamente.
APE´NDICE B: ME´TODO DIRECTO
De acuerdo con (10), la ecuacio´n de transferencia radia-
tiva se puede escribir como:
kµ∂µI = g. (B1)
Dada la invarianza de I y g, una manera compacta de
demostrar la invarianza de la ecuacio´n de transferencia
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Figura 8. Comportamiento del efecto de aberracio´n a
a´ngulos constantes
radiativa es mostrar que el operador
kµ∂µ, (B2)
es invariante. Para ello se consideran las reglas de trans-
formacio´n
kµ = Λµρ′k
ρ′ , (B3)
∂µ = Λ
σ′
µ ∂σ′ , (B4)
donde Λ es una transformacio´n ortogonal con a´lgebra
Λµσ′Λ
ρ′
µ = δ
ρ′
σ′ . (B5)
La transformacio´n Λ contiene como caso particular los
boost de Lorentz. De esta´ manera es directo mostrar que
kµ∂µ = k
ρ′∂ρ′ , (B6)
con lo cual se muestra de una manera directa la invarian-
za de la ecuacio´n de transferencia radiativa. Sin embargo,
dado el cara´cter educativo que pretende el art´ıculo, nues-
tro enfoque se realza ma´s sobre los efectos cine´maticos y
su interpretacio´n f´ısica, dado que en los libros de texto y
en la bibliograf´ıa especializada se dejan de lado y no se
explotan a fondo sus riquezas.
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